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Resena historica

« \Wassily Leontief era un economista que trabajo en Harvard.
En el ano de 1949 hizo un analisis de la economia de
Estados Unidos usando un sistema de equaciones lineales

de 42 incognitas. El ordenador Mark |l tardo 56 horas en
resolverlo.
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Resena historica

* Actualmente necesitamos unas 2 semanas en un superordenador (128
nucleos) para resolver la estructura de un ensamblaje macromolecular

« Tenemos 1.000 millones de ecuaciones con unos 3 millones de incognitas
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Introduccion

« Una ecuacion lineal es aquella que puede ser expresada de la forma:

n

Zaixl-=b = a1X1+axy+-+a,x, =b
i=1
(a,X)=>b

donde las incognitas son las x;(i=1, 2,...,n) y las a, y b son
coeficientes (numeros reales o complejos)

Ejemplos de ecuaciones lineales Ejemplos de ecuaciones no lineales

7x1 - 2x2 = 4
1
7(x1 — ﬁXz) = ﬁxl

x1+x2 +X1x2=1

VX +x; =1

=>(7—%)x1—7\/§x2 =0
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Introduccion

« Un sistema de ecuaciones lineales (o sistema lineal) es una
coleccion de una 0 mas ecuaciones lineales

|
oo

2x1 — x5 + 1.5x5

X1 — 4‘x3 = -7

* El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales S € R" es el conjunto de valores (s, s, ..., S,) que

pueden ser asignados a (x4, X,, ..., X,,) para que la ecuacion
se cumpla
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Introduccion

Considerando el siguiente sistema de ecuaciones

2x1_x2=7

x1+2x2 = 11

x = (5, 3) es una solucion al sistema de ecuaciones porque

2:5—-3=7
5+2-3=11

De hecho, esta es la tinica solucidn y, por lo tanto, S = {(5, 3)} c R?
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Interpretacion geomeétrica

ll: le—xZ=7 = x2=2x1—7 = V1=(1,2)

11— x 1
lzl x1+2x2=11 = Xp = 5 == V2=(1’_E)

Cada una de las ecuaciones representa realmente a una linea. En este caso, ambas lineas
se cortan en el punto (5, 3), que es la tinica solucion de este sistema de ecuaciones
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Interpretacion geomeétrica

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden tener una tunica solucién (izquierda), no tener
solucion (medio) o infinitas soluciones (1; = 1,; derecha)

X1 —2){?2:—1 X1 —Q,XZ=—1 X1 —2X2=—1
—x1 +3x,= 3 —X1 +2xp = 3 —x;+ 20, = 1
2_/ 2'% 2'/
/A ————1, ! // 7 — / —
3 | I 1
: / | ‘!2/!1/‘ i 3 51/ | 3

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es consistente cuando tiene una o infinitas
soluciones, e inconsistente cuando no tiene solucion
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Interpretacion geometrica

Con ecuaciones lineales podemos representar:
* unalineaen2D: a;x; +a,x, =b
 unplanoen3D: a;x; +a,x, +as;x; =b

e un hiperplanoennD: a;x; + a,x, + -+ ayx, =b
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Notacion matricial

Dado el sistema de ecuaciones, su matriz de coeficientes se representa como:

Xy —2x»+ x3= 0 = -

1 =2 1
2x —8x3 = 8 —> 0 2 -8
—4.131 + 5.?(?2 + 9.%'3 = -9 __4 S 9_

La matriz aumentada del sistema puede representarse como

I -2 1 0 1 -2 1]0
2 -8 8 (o 2 -8/ 8 ) 4]
-4 5 9 -9 | -4 5 91-9
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Notacion matricial

* A € M, «,, se denomina a la matriz de un sistema de ecuaciones con
m ecuaciones con n incognitas

* A € My, x(n+1) se denomina a la matriz aumentada de un sistema de
ecuaciones con m ecuaciones con n incognitas

« El numero de filas (ecuaciones) siempre se pone primero

* mYy nsiempre son numeros positivos
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Resolucion de un sistema lineal

« Meétodo sistematico de resolucion utilizando matrices

« Estrategia: reemplazar un sistema con otro equivalente (es decir, con
otro con el mismo conjunto de soluciones) mas sencillo de resolver

« Silas matrices aumentadas de dos sistemas lineales son equivalentes
por filas, entonces los sistemas tienen el mismo conjunto de soluciones

 Para resolver un sistema de ecuaciones con la matriz aumentada, se
utilizan las siguientes operaciones basicas sobre las filas de la misma:

Intercambio I; &I La fila / se intercambia con la fila j

Escalado r; < k;ir; La fila / se multiplica por un escalar # 0

La fila / se sustituye por la suma de si
misma con la fila j escalada
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Ejemplo de resolucion

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

xp —2x+ xz3= 0 -1 =2 1 0]
2}52 — 8}53 = 8 0 2 —8 8
—4}51 + 5.1?2 + 9.1?3 = -9 __4 D 9 _9_

1) Se mantiene x, en la primera ecuacion y se elimina de las otras ecuaciones

4 - [equation 1]: 4x; — 8x2 + 4x3= 0

+ [equation 3]: —4x1 4+ 5x93 + 9x3 = -9

[new equation 3]: —3xy + 13x3 = -9
xp—2x2+ x3= 0 1 =2 1 0
2.XZ2 — Sx?, = 8 0 2 -8 8
—3x2 + 13x3 = —9 0 =3 13 -9
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Ejemplo de resolucion

2) Se multiplica la ecuacion 2 por %2 para obtener un 1 como coeficiente de x,

X1 —2x24+ x3= 0 1 =2 1 0
X9 — 4)(?3 = 4 0 | —4 4
—3xy 4+ 13x3= -9 0 =3 13 -9

3) Se usa x,en la ecuacion 2 para eliminar -3x, en la ecuacion 3

3 - [equation 2]: 3x, — 12x3 = 12

+ [equation 3]: —3xy + 13x3 =-9

[new equation 3]: x3= 3
X1 —2x24+ x3 =0 1 =2 1 0
Xy — 4)(?3 =4 0 I —4 4
X3 =3 o O 1 3
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Ejemplo de resolucion

4) Eliminamos -4x5 en la ecuacion 2 usando la ecuacion 3, y x5 en la ecuacion 1 usando la

ecuacion 3
4 [eq. 3]: 4x3 = 12 —1 - [eq. 3]: —x3=-3
+leq. 2 x—4dxz3= 4 +leq. 1]: x1—2x2+x3= 0
neweq.2]: x =16 neweq. 1]:  x; — 2x» = -3
X1 — 2x2 = -3 1 =2 0 =3
X» = 16 O 1 0 16
X3= 3 0O 0 1 3

5) Eliminamos -2x, en la ecuacion 1 sumando 2 veces la ecuacion 2. Finalmente obtenemos:

X1 = 29 1 0 0 297
. X5 = 16 0O 1 0 16
Y= 3 0 0 1 3 |
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Ejemplo de resolucion

Comprobamos que los valores del conjunto de soluciones (29, 16, 3) son una solucion del
sistema de ecuaciones inicial:

(29) —2(16) + (3)=29—-32+3=0
2(16) —8(3) =32 —24 =8
—4(29) + 5(16) + 9(3) = —116 + 80 + 27 = —9

Cada ecuacion original determina un plano en un espacio tridimensional. El punto (29, 16, 3)
pertenece 0 se encuentra en los tres planos

(29, 16, 3)
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Existencia y unicidad de soluciones

« Dado el siguiente sistema lineal:

X1 —2X; +X3 = 0 1 =2 110
2X2 —8X3 = g ~ ~ 0 1 —4 4
—4x4 +5x, +9x3 = -9 0 O 113

Se puede resolver x; (x5 = 3), entonces usar este valor en la segunda
ecuacion para resolver x,, y finalmente usar ambos valores en la primera
ecuacion para resolver x,.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones tiene una solucion y es unica. Decimos
gue el sistema de ecuaciones es compatible o consistente. El conjunto de

soluciones es S = {(29, 16, 3)}

A=[1-21;02-8;-4509];
b = [0; 8; -9];
x =A\b
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Existencia y unicidad de soluciones

« Dado el siguiente sistema lineal:

X, —4x3 = 8 2 -3 2|1
2Xxy —3%x, 42X3 = 1 ~.~|1 0 1 -4 g
5X1 —8X2 +7X3 = 1 0 O O 7

La ultima ecuacion implica O = 5/2, lo cual es imposible. Por lo tanto, no
hay solucion y decimos que el sistema es incompatible o inconsistente. El

conjunto de solucioneses S =

« Dado el siguiente sistema lineal:

2 42— 2 =~ (o olo)

Hay infinitas soluciones. El sistema es compatible indeterminado. El

conjunto de solucioneses S = {(x{,1 — x¢)}
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« Tema 2_Enunciados de ejercicios |
— Ejercicio 1.1.2
— Ejercicio 1.1.4
— Ejercicio 1.1.11
— Ejercicio 1.1.17
— Ejercicio 1.1.26
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Matrices escalonadas

» Una matriz rectangular es escalonada (o escalonada por filas) si y sélo si:

1. Dentro de cada fila, el primer elemento diferente de cero (denominado “elemento de
cabecera”, pivote o “leading entry”) esta en una columna a la derecha del elemento de
cabecera de la fila anterior

2. Dentro de cada columna, todos los valores por debajo del elemento de cabecera son cero

3. Todas las filas sin elemento de cabecera (es decir, contienen unicamente ceros) estan por
debajo de todas las filas en las cuales al menos un elemento es distinto de cero

&= cru
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Matrices escalonadas

« Una matriz rectangular es escalonada reducida (o escalonada reducida por
filas) si y soélo si:
1. Es escalonada
2. El elemento de cabecera de cada fila es 1

3. El elemento de cabecera, cuyo valor es 1, es el unico valor distinto de cero en su columna

(1 0 x x|
1 0 = =* 0O 1 x x| _ _
Y B L ] B S A S
0 0 0 0 0
000 - - o 0 0 0 1 0 x x 0 =«
01 . o o 0 a0 |00 0 0 0 1w w0
*k
A2=(0001) 0 1 o qel LOo 0 0 0 0 0 0 1 x]
0 0 1 3
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Matrices escalonadas

Teorema: unicidad de la matriz escalonada reducida (por filas)

Cada matriz es equivalente por filas a una y sélo una matriz escalonada reducida por filas

1 2 3
4 5 6
-1 -1 0
1 2 3 1 0 -3
rob < rp—4r; 0 -3 —6 r1<—|il—2r2 0 1 3
r3 <r3+r; 0 1 3 r3<—§r3 0 0 1
1 2 3 1 0 O
ry <5 13 0 1 3| "EnEdmilg oo
0 —3 —6 ) ERTINIg o
1 2 3
r3 < r3+ 3r 0 1 3
0 0 3
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Matrices escalonadas

A=[123;456;-1-10]

A(2,)) =A(2,:) —4*A(1,:)

A@3,:) =A(S,:) +A(1,:)

aux =A(2,:); A(2,:) = A(3,:); A(3,:) = aux
A(3,:) =A(3,:) + 3*A(2,:)

A(1,:)) =A(1,:) - 2*A(2,:)

A(3,:) = 1/3 *A(3,:)

A(1,)) =A(1,:) + 3*A(3,:)

A(2,:) = A(2,:) — 3*A(3,:)
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Matrices escalonadas

El mismo ejemplo pero utilizando diferentes operaciones por filas
1 2 3
4 5 6
-1 -1 0 ri<ri—r (1) (1) —g \
-1 -1 0 r3 < r3 —ro
0 0 -3
ri < r3 4 5 6 1 0 -6
1 2 3 1
11 0 r3 < —3r3 0 1 6
00 1)
ri < —r 4 5 6 10 0
> 1 2 3 ri < ry +6r3 01 0
ry < Iy — 4rq (1) i g r2 4= 12— 06r3 0 0 1
r3 < r3—1r \ 0 1 3
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Algoritmo de Gauss-Jordan

« Pivote: en el algoritmo de Gauss-Jordan, es el primer elemento no nulo
de cada fila. En una matriz escalonada reducida por filas, dicho elemento
sera un 1. Este elemento se usa para realizar ciertas operaciones de
simplificacion/reduccion

« Columna pivote: es aquella que contiene un pivote

0 =3 —6 4 97

-1 =2 -1 3 1

A= -2 -3 0 3 -1
1 4 5 =9 -7
1 4 5 —9 —7]

E::$> 0 2 4 —6 —6
0O 0 0 0 0

0 0 0 -5 0

&= cru
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Pivot
<4 5 9 77

Pivot
4 5 =9 77
2 4 —6 —6

—6 4 9

10 —15

t Next pivot column

!

-1 =2 -1 3 1 0

-2 -3 0 3 -1 II:> 0 5
0 -3 -6 4 9] 0 —3
L Pivot column

Pivot

1 4 5 —9 -7

0 2 4 —6 —6 el forn
0 0 0 —5 0 yeneral form:
0 0 0 0 0.

t A } Pivot columns

_ .

SO OO nm
S o m ¥
S O ¥ ¥
S m ¥ ¥




Algoritmo de Gauss-Jordan

« Objetivo: obtener una matriz escalonada reducida por filas.

» Algoritmo en 5 pasos (4 para generar una matriz escalonada por filas)

0 3 —6
3 -7 8
3 -9 12

6
-5
-9

4
8
6

—5
9
15

Seleccionar la columna mas a la izquierda no nula. Esa columna es una columna pivote.
La posicién pivote esta en la parte superior.

0 3 -6
3 =7 8
3 =9 12

6
-5
-9

b Pivot column

4
8
6

—5
9
15

& ceu

Universidad
San Pablo



Algoritmo de Gauss-Jordan

Seleccionar una entrada no nula (# 0) como pivote. Si es necesario, intercambiar filas
para mover esta entrada a la posicion pivote

Pivot
0 3 —6 6 4 =5 3.9 12 29 6 15
3 -7 8 -5 8 9 | — 3 -7 8 -5 8 9
3 -9 12 =9 6 15 I3 <o Iy 0O 3 -6 6 4 =5

Usar operaciones basicas sobre filas para obtener ceros en todas las posiciones debajo
del pivote

— Pivot Pivot
3<-9 12 -9 6 15 3<J:) 12 —9 6 15
0o 2

3 -7 8 -5 8 9  — 4 4 2 —6

0 3 —6 6 4 -5 rz «— 1‘2 — 1‘1 0 3 _6 6 4 -5
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Algoritmo de Gauss-Jordan

Tapar o ignorar la fila que contiene la posicion pivote y todas las que haya, si hay, por
encima de ella. Repetir los pasos 1-3 a la submatriz restante. Repetir el proceso hasta que
no haya mas filas distintas de cero que modificar

Pivot
3 -9 12 -9 6 15 39 12 -9 6 15
0 2« —4 4 2 —6 [ — 0 2 —4 4 2 -6
0 3 -6 6 4 =5 3 0 0 0 0 1 4

_ I < I3 ——T
b New pivot column 3 3 272

3 -9 12 -9 6 15
0O 2 —4 4 2 —6
0

0 0 0 | 4
+|— Pivot

Tenemos una matriz escalonada por filas. Aplicamos el paso 5 para obtener la reducida
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Algoritmo de Gauss-Jordan

Empezando con el pivote mas a la derecha y mas abajo, obtener ceros por encima de cada
pivote. Después, si el pivote es distinto de 1, escalar la fila para obtener dicho 1. Repetir el
proceso con el siguiente pivote a la izquierda hasta que no haya mas pivotes en la matriz.

2 -4 4 2 -6 r1<—r1+(—:6)r3 0 2 -4 4 0 -l4|E

{3 -9 12 -9 6 15} 3 -9 12 -9 0 -9
0
0 0 0O 0 1 4 r, — I+ (=2)r; O 0 0 0 1 4

-9 12 -9 0 -9 3 0-6 9 0 =72

3
> |0 1 -2 2 0 -7 — 0 1 -2 2 0 -7
0

o o o 1 4

& ceu

Universidad
San Pablo




Algoritmo de Gauss-Jordan

« Notas (comentarios numéricos/computacionales)

— En el paso 2, un programa de ordenador generalmente seleccionaria como
pivote la entrada de la columna que tenga el valor absoluto mas grande. De
esta forma, se reducirian los errores de redondeo en los calculos

— Calcular la inversa de una matriz de n x n cuesta del orden de n? operaciones
( O(n?) ). Sin embargo, calcular la matriz escalonada reducida por filas sélo
cuesta del orden de n? operaciones ( O(n?) ). La diferencia es mas y mas
importante a medida que la n crece
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada)

* Teniendo en cuenta las matrices escalonadas reducidas por filas,
podemos revisar la existencia y unicidad de las soluciones

Sistemas compatibles/consistentes determinados (solucién unica)

1 0 0]1
0O 1 0|4
0 0 1|0

Si presenta esta forma, el sistema es compatible/consistente determinado y el conjunto
de soluciones es de la forma de un punto simple S = {(1,4,0)}
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada)

Sistemas compatibles/consistentes indeterminados (infinitas soluciones)

1 0 01
0 1 1|4
0 0 0|0

Si presenta esta forma, el sistema es compatible/consistente indeterminado. El conjunto
de solucioneses S = {(1,4 — x3,x3) Vx5 € R}. Como el conjunto de soluciones
depende de una variable simple, dicho conjunto de soluciones es una linea.

« Variables basicas. Son aquellas que estan en una columna pivote

« Variables libres. Son aquellas que estan en una columna NO pivote
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada)

Sistemas compatibles/consistentes indeterminados (infinitas soluciones)

1 0 0 01
0 1 1 14
0 0 0 00

Si presenta esta forma, el sistema es compatible/consistente indeterminado. El conjunto
de soluciones es S = {(1,4 — x5 — x4, X3, X,) Vx3,x, € R}. Ahora, el conjunto de
soluciones depende de dos variables, y por lo tanto, es un plano.

Sistemas incompatibles/inconsistentes (sin solucion)

1 0 01
0 1 14
0 0 01

Si presenta esta forma, el sistema es incompatible /inconsistente, ya que la tltima
ecuacion establece que 0 = 1. El conjunto de soluciones es S = .
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Algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones

« Algoritmo
1) Escribir la matriz aumentada del sistema

2) Obtener la matriz escalonada mediante los 4 primeros pasos del algoritmo de Gauss-
Jordan, para determinar si el sistema es compatible. Si no lo es, parar. En otro caso,
continuar con el paso 5

3) Obtener la matriz escalonada reducida aplicando el paso 5 del algoritmo de Gauss-
Jordan

4) Escribir el sistema de ecuaciones correspondiente a la matriz obtenida en el paso 3

5) Reescribir cada ecuacion no nula (llena de ceros) del paso 4 de tal forma que cada
variable basica se exprese en funcion de cualquier variable libre que aparezca en la
ecuacion
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« Tema 2_Enunciados de ejercicios |l
— Ejercicio 1.2.2
— Ejercicio 1.2.9
— Ejercicio 1.2.11
— Ejercicio 1.2.19
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Interpretacion como un subespacio

« Subespacio generado (spanned) por columnas

Consideremos el sistema de ecuaciones dado por la ecuacion matricial Ax = b,

donde A € M, . Si denominamos a; € R" a cada una de las p columnas de A,
la ecuacion anterior puede ser reescrita como:

X1 ,
X2
(a;a;..a,) " |]=b = inai =b
i=1
Xp

Es decir, AX es el subespacio generado por las columnas de la matriz A.

Span{al, a,, ...,ap} ={veR"|v=A4x,Vx € RP}

Con esta definicion, se pueden plantear preguntas como: “Encontrar los pesos
de los coeficientes x; tales que el vector b pertenezca al Span{a,, a,, ..., a,}”
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Interpretacion como un subespacio

El sistema de ecuaciones

X1 +2x,—x3 =4
—5x, +3x3 =1

puede ser representado como:
1 2 -1\ 4
(5 % D)(z=)-(
3

Es decir, cuales son los valores de los coeficientes x;, x, y x; para que el vector (4, 1)
pertenezca al subespacio generado (Span) por los vectores (1, 0), (2,-5),y (-1, 3).
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Interpretacion como un subespacio

Teorema
p

La ecuacion matricial Ax = b tiene la misma solucidn que la ecuacién vectorial Z x;a; =b

. . . ~ =1
y que el sistema de ecuaciones cuya matriz aumentada es A = (A|b) l

Teorema

Para cualquier A € M,,,,, y vector b € R”, las siguientes cuatro sentencias son equivalentes,
es decir, P, & P, & P; & P,

P1: La ecuacion Ax =Db tiene una solucién

P2: b es una combinacion lineal de las columnas de A
P3: Las columnas de A generan todo R”, es decir, Span{a;} = R”

P4: A tiene un pivote en cada fila

CEU
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 Tema 2_Enunciados de gjercicios Il
— Ejercicio 1.4.14
— Ejercicio 1.4.18
— Ejercicio 1.4.32
— Ejercicio 1.4.37
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

» Consideremos el sistema homogéneo Ax = 0. Este sistema tiene la
solucion trivial x = 0

* En este caso, lo interesante/importante es determinar si existe una
solucion no trivial del sistema Ax = 0, es decir, si existe un vector x no
nulo que satisfaga la ecuacién

El sistema de ecuaciones homogéeneo Ax = 0 tiene una
solucion no trivial, si y sélo si el sistema tiene al menos una
variable libre
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

Determinar si el siguiente sistema homogéneo tiene una solucién no trivial.

3x;1 + 5x7 —4x3 =0
—3x1 —2x7 +4x3 =0
6x; + x; —8x3 =0

Escribimos la matriz aumentada [ A 0 | y calculamos la matriz escalonada:

35 -4 0 35 -4 0 3 5 -4 0
-3 -2 4 O0f|~f0 3 O O|~]0 3 0 O
6 1 -8 0 0O -9 0 0 0O 0 0 O

Dado que x5 es una variable libre, entonces Ax = 0 tiene soluciones no triviales. Para
obtener el conjunto de soluciones, obtenemos la matriz reducidade [ A 0 ]

10 —% 0 Xt —3x=0
0 1 0 0 ) —0
0 0 0 0 0 —o0
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

Ejemplo (...continuacion)

Por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado y su conjunto de soluciones es:

4
S = {(?Xg, O,xg) VX3 (S R}

O lo que es lo mismo, con Ax = 0, esta expresion también podemos escribirla como:

I _ - - - @
4 4 4
£ Xy
x=|x, | =1 0 |=x3] 0| =x3v donde, v=1| 0 -~
_X3 B 5 X3 _ B | | | 1 |

También podemos escribirlo como: &

v

4
S = Span {(—, 0, 1)} 0
3 -
Geométricamente, el conjunto de soluciones es la recta en R3, x, \

que pasa por el origen y cuyo vector director es (%, 0, 1) \
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

« Consideremos el sistema no homogeneo Ax = b.

Describir todas las soluciones del siguiente sistema Ax = b:

3 5 —4 7
A=| -3 -2 4 b= | -1
6 1 =8 —4

Escribimos la matriz aumentada [ A b | y calculamos su matriz escalonada reducida:

3 5 —4 7 I 0 —5 -1 Xy —5x3=-1
-3 -2 4 —1|{~10 1 0 2. X7 = 2
6 1 —8 —4 0O 0 0 0 0 = 0

que es un sistema compatible indeterminado, cuyo conjunto de soluciones es:

4
S = {(_1 +§x3, 2,x3) VX3 € R}
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

Ejemplo 2 (...continuacion)

En forma vectorial, también podemos escribirlo como:

[ Xy | _—1+§x3_ 1] _%Xg,_ 1 ] _g_
X=|x | = 2 = 2|4+ 0 [=] 2|4+x310
_)C3_ | X3 _ | 0_ _X3_ B 0_ _1_
} }
P A\l

Por lo tanto, el conjunto de soluciones seria:

4 4
S = {(—1, 2,0) + <?x3,0, x3) Vx3 € ]R} =(-1,2,0) + Span {(?O 1)}

: : e , : 4
Es decir, cualquiera de los infinitos puntos de la linea cuyo vector director es (?, 0, 1) y
que pasa por el punto (-1, 2, 0) es una solucion del sistema de ecuaciones
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada Il)

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo:

S = {(f_on +%X3, xZ,x3) sz,xg € R}

O lo que es lo mismo, en forma vectorial, la solucidn general es:

3 1 3 1 3

xl _xz + _.x3 —X _x3 —_—

x| = |20 5 _ | 107? 5 _ 10
X = 21 = X9 - Xy + 0 = X2 1 + X3

X3 X3 0 X3 0

También podemos escribirlo como:
5= span{(3,1.0).(2.0.1)

contiene a los vectores (%, 1, O) y (%, 0, 1)

10x; —3x, —2x;=0 = .. ~(10 =3 —=21]0)

Una ecuacion lineal simple puede verse como un sistema de ecuaciones muy simple, que:

Xy

Geométricamente, el conjunto de soluciones es el plano en R3, que pasa por el origen y
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada Il)

Ejemplo 4

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo:
10x; —3x, —2x3 =10 = .. ~(10 -3 —2 | 10)

Este es un sistema compatible indeterminado, cuyo conjunto de soluciones es:

3 1
S = {(1 +1_0x2 + 5x3, xz,xg) sz,x3 € R}

O lo que es lo mismo, en forma vectorial, la solucidon general es:

3 1 3 1
1+ _xZ + X3 1 — X7 §x3 1 s =
X = xz of+]10 " [+ 0|+x[10]+x5]2
0 *2 0 L 0
0 X3 0 1
También podemos escrlblrlo como:
3 1 3 1
{(1 0,0) + (Exz + 5x3, xz,xg) VX, X3 € ]R} = (1,0,0) +Span{(ﬁ 1, O) ( z —, 0, 1)}

Geométricamente, el conjunto de soluciones es el plano en R3, que pasa por el punto (1,0,0)
y contiene a los vectores (13—0, 1, O) y (%, 0, 1)
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada ll)

Forma vectorial paramétrica

La ecuacion 10x; — 3x, — 2x3 = 0 se conoce como la descripcion/ecuacion implicita de un
plano.

Desarrollando la ecuacion obtenemos la descripcion explicita del plano como el conjunto
generado poruy v

ey [3, 1.1 [3.° 1 3 1
_xz _x3 _xz = X3 —_ —

_lx =110 5 _ 110 5 _ 10 5
X [le X, x, |7 o [T%| 1|0
; X3 I L o | | x| 0. 1]

} }

[ 1 ] Y

Esta ecuacidon se denomina ecuacion vectorial paramétrica de un plano, y puede ser escrita
como:

X=su+tv Vs, teR
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Existencia y unicidad de soluciones (revisada Il)

Teorema

Supongamos que la ecuacion Ax = b es compatible para b, y que p es una solucion.
Entonces, el conjunto de soluciones de Ax =b es el conjunto de todos los vectores
de la formaw = p + v,, donde v, es cualquier solucion del sistema de ecuaciones
homogéneo Ax = 0.

Definicion: Espacio Nulo de A

Al conjunto de vectores v, del teorema anterior, se le denomina Espacio Nulo de la matriz A

& ceu
Universidad 54
San Pablo
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Independencia lineal

Definicion: Independencia lineal

Un conjunto de vectores vy, v,, ..., v, es linealmente independiente si:
x1V1+x2V2+---+xpr=0 - x1=x2=---=xp=0

Es decir, la tinica solucién de la ecuacién es la solucion trivial x = 0. El conjunto es
linealmente dependiente si existe algun x; distinto de 0 para el cual se cumpla la
ecuacion.
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Independencia lineal

Determinar si los vectores vy = (1, 2, 3),v, = (4,5, 6),yv3;= (2, 1, 0) son linealmente
independientes

Solucioén:

[.a matriz aumentada asociada al sistema de ecuaciones es:

Dado que el sistema es compatible indeterminado, existen soluciones aparte de la
solucidn trivial y, por lo tanto, los vectores son linealmente dependientes

1 4 2
(251

3 6 0

0
0
0

0 1 4 2
O) ~ o~ ( 0 -3 -3
0 0 O 0

& ceu

Universidad
San Pablo



Independencia lineal

Ejemplo (...continuacion)

Si es posible, encontrar la relacion lineal entre los tres vectores.

Soluciodn;

Continuamos transformando la matriz hasta su forma escalonada reducida:

1 4 2|0 1 0 =210
0 -3 -3|0 |J]~..~ 0 1 1|0
0 0O 0 010

0O 0 O
Por lo tanto, tenemos que x; = 2x; y X, = —X4. Por ejemplo, escogiendo x; = 1,
obtenemos que una posible solucion al sistema de ecuaciones, siguiendo la formula de
la definicion, es x; = 2, x, = -1 y x; = 1. De esta forma tenemos que:

2V1—V2+V3=0
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Independencia lineal

Interpretacion geométrica

Los vectores v, = (3,1) y v, = (6, 2) son linealmente dependientes porque:

1
Vo, =2v; = =2vi+vp =0= v1=7v2

S —

A O U 0 O O

15 ' ' ! : : ! ! :

Si dos vectores son linealmente dependientes, SR SO N U SO 7o S O B
entonces cualquiera de ellos es un multiplo del 0s
otro 0

O L AU N

EECEEE 3 s s & 7
%
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Independencia lineal

Interpretacion geométrica

Los vectores v; = (3, 2) y v, = (6, 2) son linealmente independientes
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Independencia lineal

Interpretacion geométrica

Los vectoresv,; = (1,1,0),v,=(-1,1,0) y v3=(0, 2, 0) son /inealmente dependientes
porque:

V3 =V;+V,

08l - B

u-ﬁ- B

pal
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Independencia lineal

Interpretacion geométrica

Los vectoresv, = (1,1,0),v,=(-1,1,0) y v3=(0, 2, 1) son linealmente independientes
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Transformaciones lineales

« La multiplicacion de una matriz A por un vector x puede interpretarse
como que A es un objeto que actua (transforma) sobre un vector x para
producir un nuevo vector llamado Ax

- - -
4 3 1 3|11 _|5 4 =3 1 3 4 0
2.0 5 1f1 | [8 2 0 5 1|l-=1]"1]0
R 3
f f f { } }
A X b A u 0
» De esta forma, podemos interpretar que la multiplicacion por A,
transforma x en b, y u en el vector cero multiplication
0, multiplication
by A
3 e
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Transformaciones lineales

Definicion: Transformacion

Una transformacion T (o funcién o mapping) de R” en R™ es una regla que asigna a cada
vector de R” un vector de R™

T: R" — R™
x — TX)

R se denomina dominio de la transformacion, y R™ es su codominio

T(x) es laimagen del vector x bajo la accion de T

El conjunto de todas las imagenes es el rango de T m

Xe

Domain Codomain
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Transformaciones lineales

Definicion: Transformacion matricial

T es una transformacién matricial, siy sélo si, T (X) = Ax para algunamatrizA € M, . .

Consideremos la matriz A = ( 421 _03 é i ) y la transformacion matricial y = Ax
En este caso, por ejemplo, la imagen del vectorx = (1,1, 1, 1) es:
1

=2 0 5 D|1)=(s)
1

El sistema de ecuaciones Ax = ( 553 ) busca todos los x, si existen, tales que T(x) = ( 553 )

El dominio de esta transformacién es R* |y su codominio es R?
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Transformaciones lineales

10
Consideremos la matriz A = ( 01 ) y la transformacion matricial y = Ax
00

El dominio de esta transformacién es R? ,y su codominio es R3

Sin embargo, no todos los puntos en [R3 es necesario que sean una imagen de algun

punto X € R?, sélo un subconjunto de ellos puede serlo. En este caso concreto,

R3 5 Rango(T) = {(1,0,0),(0,1,0))

En general, el rango de la transformacion T es el subespacio generado (Span) por las
columnas de la matriz A
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Transformaciones lineales

1 -3
Consideremos la matriz A = ( 3 5 ) y la transformacion matricial y = Ax
-1 7

1 - ;Cual es laimagen de u = (2, -1) bajo la transformacién 77

w3 90-()

2 - Supongamos b = ( 3, 2, -5 ). Encontrar un x en R? tal que la imagen bajo T sea b

3
1 -3 3 1 -3 3 b= 3 10 =
305 2)~(0 1 —7)~{0 1 —=|~| | 1
1 7 -5 0 4 -2 0o o >

00 0

: 3 1 : iy
Por lo tanto, tenemos que b es la imagen de x = (?, - ) bajo la transformacion T
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Transformaciones lineales

Ejemplo (... continuacioén)

3 - ;Hay algun otro x cuya imagen bajo la transformacién T'sea b?

No, la solucién calculada en el apartado anterior era Uinica, porque el sistema de
ecuaciones era compatible determinado

4 - ;Pertenece el vector c = (3, 2,5) al Rango de T / Rango(T) ?

1 -3 3 1 -3 3 1 -3 3 1 -3 3
3 5 2|~({0 14 -7])~10 1 2 |~10 1 2
-1 7 5 0O 4 8 0 14 -7 0 0 =35

Dado que el sistema es incompatible, deducimos que no hay ningin vector x cuya
imagen sea c y, en consecuencia, ¢ € Rango(T)
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Transformaciones lineales

Ejemplo (... continuacion)

5 - ¢Cual es la funciony = T (x)?
Y1 1 -3 X1 — 3%z
b
y= (3’2) = ( 3 5 )(x;) = <3x1 + 5x2)
Y3 -1 7 —X1 + 7x2

6 — ;Cual es el Rango(T)?
Rango(T) =((1,3,—-1),(-3,5,7)) = Span{(1,3,-1),(-3,5,7)}

1 -3
Rango(T) ={y € R3 |y=x1< 3 >+x2< 5 > Vxi,x, ER
-1 7
Dado que los vectores (1, 3,-1) y (-3, 5, 7) son linealmente independientes, el Rango(T)

es un plano
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Transformaciones lineales

1 0 O
Consideremos la transformacion 7'(x) = < 0 1 0 ) ( ) < X, )
0 0 O 0

Esta transformacion se denomina proyeccién porque proyecta cualquier punto de R3
sobre el plano x;-x,

A
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Transformaciones lineales

Definicion: Transformacion lineal

T es una transformacion lineal, si y solo si, Vx,, x, € Dom(7), Vc € R
1-T(Xy +x3) =T(xq) + T(X3)
2 - T(C Xl) =C T(Xl)

Teorema 1

Si T(x) es una transformacion lineal, entonces:
1-T(0)=0
2-T(c1 X1+ %x,) =¢; T(xXy) + ¢, T(X,) Vxq,x, € Dom(T),Vcy,c, ER

Demostracion:
1-T(0) = T(0x,) = 0 T(x;) = 0
2-T(1X1 + 2%X3) = T(c1Xq) + T(c3%X3) = ¢ T(Xq) + ¢, T(X3)
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Transformaciones lineales

Teorema 2

Si Vxq,x, € Dom(T),Vcy,c, € R severificaque T(c;x; + ¢,X5) = ¢;T(xy) + ¢, T(x5),

entonces 7(x) es una transformacion lineal

Corolario: Principio de superposicion

Vx; € Dom(T),Vc; € R severificaque T (Z cixi> = Z ¢; T(x;)

i i

Demostracion:

Aplicar los teoremas previos multiples veces
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Transformaciones lineales

1 0

) ( 1) [: (4 ]- ]

Demostrar que T'(x) = (
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Transformaciones lineales

1 0

) ( 1) [: (4 ]- ]

Demostrar que T'(x) = (

Demostracion:
1 - Probar que T(x; +x,) = T(xy) + T(x,)

1 0 (X1 T X1\ _ ( ¥11 T X2
)( )=( )

Por un lado tenemos T(x; + x,) = ( 0 1) \xiy + x
— 12 22

—X12 — X2

Por otro lado tenemos T(x;) + T(x,) = ((1) _01) (2;) + ( (1) _01) (;z;) - ( —x;iz) +

(x21 ) :( X11 T X21 )
—X22 —X12 T X22
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Transformaciones lineales

(1 0\[/* o
Demostrar que T'(x) = ( 0 — 1) ( xz) es una transformacion lineal

Demostracion:
1 - Probar que T(x; +x,) = T(xy) + T(x,)

1 ())(x11+x21)=( x11+x21)

Por un lado tenemos T(x; + x,) = ( 0 1) \xiy + x
— 12 22

—X12 — X2

Por otro lado tenemos T(x;) + T(x,) = ((1) _01) (2;) + ( (1) _01) (;z;) - ( —x;iz) +

(G =25
2 - Probar que T(c;x;) = ¢; T(x1)
= (3 ) ()= (2 =a(2)=a (] ()= e
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Transformaciones lineales

Teorema

Cualquier transformacion matricial es una transformacion lineal

Demostracion:
1 - Probar que T(x; +Xx,) = T(x;y) + T(x;)
T(x, +Xx,) = A, +Xx,) = Ax, + Ax, = T(x1) + T(X,)

2 - Probar que T(c;x;) = ¢; T(X1)
T(c1%1) = A(c1X1) = ¢1(A%q) = ¢ T(X4)
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« Tema 2_Enunciados de ejercicios V
— Ejercicio 1.7.9
— Ejercicio 1.8.17
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— Ejercicio 1.8.34
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Transformaciones geomeétricas

» Ciertas transformaciones matriciales son usadas para transformar la
“celda unidad” en diferentes formas
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Transformaciones geomeétricas

» Reflexion sobre el eje x,

Matriz estandar

[\ 6 =
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Transformaciones geomeétricas

« Reflexion sobre el gje x,

Matriz estandar

X, —1 0
0 |




Transformaciones geomeétricas

» Reflexion sobre la linea x, = x,

Matriz estandar

o
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Transformaciones geomeétricas

» Reflexion sobre la linea x, = -x,

Matriz estandar

) 0 —1
—1 0

9
Ry
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Transformaciones geomeétricas

« Contraccion y expansion horizontal

Matriz estandar

: ; o
= | —
N i

O<k<l k> 1
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Transformaciones geomeétricas

» Contraccion y expansion vertical

Matriz estandar

X, Xy 1 0
0 k
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Transformaciones geomeétricas

« Deformacion (shearing) horizontal

X2 )
i
i l
e \

l :‘\\ \\\ < > fffi
: \x\ ‘\\1 - g fxff :
| " \ / |
I - - X1 f I

k H k
0
k<0 k>0
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Transformaciones geomeétricas

« Deformacion (shearing) vertical

Matriz estandar

KXo 1 0
k |
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Transformaciones geomeétricas

* Proyeccion sobre el gje x;

Matriz estandar

Xs | 0
0 0
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Transformaciones geomeétricas

* Proyeccion sobre el gje x,

Matriz estandar

X 0 0
0 1
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« Tema 2_Enunciados de ejercicios VI
— Ejercicio 1.9.4
— Ejercicio 1.9.8
— Ejercicio 1.9.10
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